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Процессы конвективного теплоперено-
са и кристаллизации изучены на осно-
ве упрощенной, но единой расчетно−
экспериментальной модели метода 
Чохральского, в которой использованы 
два вещества с температурами плав-
ления, близкими к комнатным: одно 
(гептадекан) с низкой, другое (галлий) 
с высокой теплопроводностью. Благо-
даря прозрачности расплава гептаде-
кана визуализированы структуры как 
самого течения расплава, так и его 
закристаллизовавшейся части в лабо-
раторном эксперименте, что обеспе-
чило расчетную модель данными для 
тестирования. На основе численных 
расчетов проведено параметрическое 
изучение структур течения, тепловых 
потоков на охлаждаемом диске и опре-
делена зависимость формы фронта 
кристаллизации для обоих веществ от 
режимов конвективного теплообмена: 
термогравитационной и смешанной 
(т. е. при дополнительном вращении 
кристалла) конвекции. 
Ключевые слова: моделирование, 
кристаллизация, гидродинамика, 
теплоперенос, модель метода Чох-
ральского. 
Введение
В настоящее время матема-
тическое моделирование стало 
важной составляющей в разви-
тии технологий и оборудования 
для выращивания кристаллов. 
Наибольшие успехи по глубине 
охвата физических процессов 
и в преодолении вычислитель-
ных трудностей достигнуты при 
моделировании конвективного 
тепло− и массопереноса при вы-
ращивании кристаллов из рас-
плава методом Чохральского. 
С помощью современных сопря-
женных математических моделей 
определяют тепловые условия 
и примесный состав расплава и 
кристалла, изменения формы 
фронта кристаллизации (ФК) и 
напряженно−деформированное 
состояние кристалла. Эти параме-
тры рассчитывают с учетом слож-
ного радиационного теплообмена, 
геометрии и характеристик мате-
риала для конкретных тепловых 
узлов, используемых при выра-
щивании кристаллов. Эти модели 
реализуют с помощью современ-
ных программных комплексов. 
Однако адекватное их применение 
сталкивается с тем, что они пере-
гружены большим числом недо-
статочно точно известных физи-
ческих коэффициентов для при-
меняемых в моделях конкретных 
процессов и неопределенностью 
задания настроечных расчет-
ных параметров для обеспечения 
устойчивости и точности счета. 
Верификация результатов счета 
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Цель работы — детальное изучение про-
цессов конвективного теплопереноса и кристал-
лизации на более простой, но единой расчетно−
экспериментальной модели кристаллизации веществ 
(гептадекана и галлия) с температурами плавления, 
близкими к комнатным, методом Чохральского. Это 
является развитием более ранних исследований 
авторов без учета процесса кристаллизации с ис-
пользованием этилового спирта в качестве рабочей 
среды [1]. 
Расчетная модель разработана на основе как 
базовой версии пакета программ AnsysFluent [2], 
так и ряда написанных авторами пользовательских 
UDF−подпрограмм на языке C++, позволивших кар-
динально расширить возможности этого пакета для 
конкретных задач (например, для учета вращения 
кристаллизующейся фракции). Эксперименты были 
проведены на лабораторной модели с использованием 
кристаллизующихся при комнатной температуре 
веществ.
Лабораторная установка 
Лабораторная установка аналогична той, кото-
рую использовали в экспериментах с некристалли-
зующейся средой — этиловым спиртом [3]. Схема 
установки показана на рис. 1.
Нарушение теплового баланса на свободной по-
верхности практически исключено. Для этого вал 
6 и установленный на нем диск (модель кристалла) 
теплоизолированы слоем пенопласта 10. Крышка 4, 
изолирующая слой воздуха над свободной поверхно-
стью от окружающей среды, также изготовлена из 
плотного пенопласта. Кроме того, дополнительно ис-
пользовали поролоновую изоляцию сверху. Среднюю 
температуру системы тигель—жидкость—кристалл 
поддерживали максимально близкой к комнатной. 
Критерием отсутствия испарения и теплоотдачи со 
свободной границы служило отсутствие градиента 
температуры по нормали к поверхности со стороны 
жидкости. Для этого специально измеряли профили 
температуры в жидкости. Таким образом, были при-
няты меры для исключения испарения и конденса-
ции рабочей жидкости на холодной поверхности вала 
и модели кристалла (диске). В результате свободная 
граница оставалась практически адиабатической. 
Для визуализации течения использовали мел-
кие частицы алюминия (чешуйчатые частицы раз-
мером ~10—15 мкм). Все наблюдения были сделаны 
в центральном поперечном сечении с помощью пло-
ского светового луча малой толщины (1—2 мм). Для 
измерений полей скорости использовали цифровые 
видеокамеры. Видеофильмы вводили в компьютер и 
обрабатывали с помощью оригинальных программ. 
Компьютерная обработка позволила получать век-
торные поля скорости (или поля мгновенных траек-
торий движения визуализированной жидкости), что 
аналогично фотосъемке с высокой выдержкой. 
Горячие спаи константан−нихромовых термо-
пар зонда толщиной ~0,1 мм были cтравлены до 
10—15 мкм; их монтировали для регистрации тем-
пературы в заданных точках расплава, включая тон-
кие пограничные слои. Использовали специальную 
методику для регистрации статистических данных 
(для N = 2048 шагов по времени) с интервалами меж-
ду измерениями ~ 0,2—0,5 с из экспериментальных 
записей температуры. На дне и боковых стенках 
тигля установлено 7 термопар, на модели кристалла 
— 3 термопары для контроля распределения темпе-
ратуры на стенках в радиальном и азимутальном на-
правлениях. Средние перепады температуры между 
стенками тигля и моделями кристаллов использова-
ли для определения чисел Грасгофа. 
В отличие от метода Чохральского, реализуе-
мого для роста кристаллов, в рассмотренной лабо-
раторной установке вытягивание кристалла не про-
исходит. Однако создаются такие условия охлаж-
Рис. 1. Схема лабораторной установки для проверки расчет-
ной модели: 
1 — цилиндрический кварцевый тигель; 2 — адиабати-
ческое дно; 3 — закрытая прозрачная нагреваемая ка-
мера с двойными оргстеклянными боковыми стенками; 
4 — пенопластовый верхний экран; 5 — сменные модели 
дисков; 6 — массивный вал; 7 — закрытая охлаждаемая 
камера; 8 — термопарный зонд; 9 — механизм для пере-
мещения зонда; 10 — слой теплоизоляции из пенопласта 
высокой плотности
Fig. 1. Schematic of the Laboratory Setup for Simulation model 
Checking:
(1) Cylindrical Quartz Crucible, (2) Adiabatic Bottom, (3) 
Isolated Transparent Heating Chamber with Double-Layer 
Plexiglass Side Walls, (4) Plastic Foam Top Screen, (5) 
Replaceable Disc Models, (6) Massive Shaft, (7) Isolated 
Cooling Chamber, (8) Thermocouple Probe, (9) Probe 









































дения вала 6, чтобы на внешней поверхности диска 
5 поддерживалась заданная температура TS < TM 
(где TM — температура плавления). Таким способом 
моделируется не направленная кристаллизация 
вверх вдоль оси, а объемная — в область расплава. 
Область расплава заполняется кристаллизующейся 
при комнатной температуре жидкостью — гептаде-
каном или галлием. 
В расплавленном состоянии гептадекан яв-
ляется прозрачным, но его прозрачность исчезает 
по мере отвердевания. Граница расплава и закри-
сталлизовавшейся фракции является достаточно 
отчетливой и может быть зафиксирована цифровой 
видеокамерой. Кроме этого, может быть измерена 
температура в ряде контрольных точек с помощью 
термопарного зонда 8. 
Расплав галлия непрозрачный, поэтому для него 
проводили только измерения температуры. Наиболь-
ший интерес представлял тепловой поток из распла-
ва в кристалл для различных режимов конвекции.
Геометрия рабочей зоны была следующей: RC =
= 0,1475 м — радиус цилиндрического тигля, RS =
= 0,0536 м — радиус диска, Н — изменяемая высота 
расплава. 
Математическая постановка задачи 
Математическая модель учитывает все упомя-
нутые выше особенности установки для физического 
моделирования. Для расчетов использовали форму-
лировку математической модели метода Чохраль-
ского в гидродинамическом приближении. В отличие 
от предыдущих ее версий [1], эта модель учитывает 
кристаллизацию расплава. 
Схема модели (рис. 2) включает цилиндриче-
ский тигель (RC = 0,1475 м, H = 0,1032 м, H/RC = 0,7), 
заполненный расплавом, который частично закрыт 
сверху соосным диском (RS = 0,0536 м, RС/RS = 2,75). 
Модель дополнена датчиками температуры (z × r) [м]: 
11 — (0,0516, 0,0134), 12 — (0,0516, 0,1425), 13 — (0,005, 
0,0134). 
В отличие от модели для изучения конвекции в 
спирте, реализованной ранее в приближении Бусси-
неска, в рассматриваемом случае с учетом процесса 
кристаллизации в расчетах задается температурное 
изменения плотности ρ(T), теплопроводности λ(T) и 
динамической вязкости жидкости µ(T). Предпола-
гали, что между кристаллом (твердой фракцией) и 
расплавом (жидкой фракцией) существует проме-
жуточная фракция — область кристаллизации при 
значениях температуры T, больших температуры со-
лидуса Tsol и меньших температуры ликвидуса Tliq, в 
которой задается линейное изменение доли жидкой 
фракции посредством коэффициента 
Для твердой фракции и области кристаллизации 
при T < Tliq уравнение теплопереноса относительно 
энтальпии h = CpT имеет следующий вид: 
где Cp — теплоемкость, задается постоянной ве-
личиной; Vp — постоянная скорость вытягивания 
кристалла вдоль оси z; Q = βHL — объемный источ-
ник, который учитывает выделение скрытой тепло-
ты кристаллизации HL в области кристаллизации; 
в кристалле при T < Tsol коэффициент β = 0. 
Для жидкой фракции уравнение теплопереноса 
можно записать в виде
 + ∇(Vρh) = ∇(λ∇T), 
а уравнения движения и неразрывности жидкости 
— в виде 
 + ∇(ρVV) = −∇p + ∇(µ∇V) + ρg;
div(ρhV) = 0,
где V — вектор скорости; p — давление, g — вектор 
гравитации. 
Рис. 2. Схема расчетной модели метода Чохральского: 
1 — модельный материал в расплавленном состоянии 
при комнатной температуре; 2 — закристаллизовавшая-
ся часть материала, контактирующая с охлаждаемым 
диском; 3 — ФК при температуре плавления TM; 4 — тер-
мостатированная до температуры TW боковая стенка ти-
гля; 5 — теплоизолированное дно тигля; 6 — термостати-
рованный до температуры TS < TW соосный с тиглем диск, 
частично закрывающий поверхность расплава; 7 — сво-
бодная теплоизолированная поверхность расплава; 
8 — ось симметрии; 11—13 — датчик температуры
Fig. 2. Schematic of the Czochralsky Method Simulation Model:
(1) Simulated Molten Material at Room Temperature, 
(2) Solidified Area in Contact with Cooled Disc, (3) Shape of 
Solidification Front at Melting Point TM, (4) Crucible Side Wall 
Stabilized at TW, (5) Heat Insulated Crucible Bottom, (6) Disc 
Coaxial with Crucible and Partially Covering Melt Surface, 
Stabilized at TS < TW, (7) Free Heat Insulated Melt Surface, 
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Согласно данной модели, в тигле находится рас-
плавленная фракция 1 кристаллизующегося при 
температуре TM материала. Его расплавленное со-
стояние обеспечивают нагревом боковой стенки ти-
гля 4 до температуры TW > TM. Предполагают, что дно 
тигля 5 и свободная поверхность расплава 7 адиаба-
тические. Центральная часть поверхности расплава 
закрыта жестким диском, соосным с тиглем. На всей 
поверхности охлаждаемого диска 6 поддерживается 
температура TS < TM. Диск 6 может вращаться со 
скоростью Ωs, и на расплав действует сила тяжести 
g. Охлаждение диска приводит к кристаллизации 
расплавленного материала под поверхностью диска 
с образованием затвердевшей области 2.
Для регистрации изменений температурного по-
ля в процессе численного эксперимента в расплав по-
мещены три датчика 11—13, с которых записываются 
временные зависимости температуры и скорости 
расплава в данных точках. Затем эти записи обраба-
тываются программами спектрального анализа. 
В процессе расчетов изучают форму ФК 3 в за-
висимости от режимов тепловой конвекции, изменяе-
мых с помощью задания конкретных значений тем-
пературы (TW, TS) и скорости вращения диска Ωs. Для 
конкретного исследуемого материала (гептадекан, 
галлий) задается температура кристаллизации TM. 
Процессы кристаллизации исследовали для 
двух материалов, кристаллизующихся при темпе-
ратуре, близкой к комнатной (гептадекана и галлия 
с TM, составляющими 295 и 302,8 К соответственно). 
Эти процессы были рассчитаны в двух режимах кон-
вективного теплопереноса: 
− при отдельном действии гравитационно−
капиллярной тепловой конвекции;
− при ее совместном действии с вращением кри-
сталла со скоростью Ωs. 
При работе с галлием в условиях комнатного 
эксперимента (без вакуумной камеры) на свободной 
поверхности расплава 7 образуется оксидная плен-
ка, которая препятствует возникновению термо-
капиллярной конвекции. Поэтому в расчетах ее не 
учитывали. 
В таблице приведены теплофизические параме-
тры материалов (в основном, взяты из справочника 
[4]) и расчетные гидродинамические критерии по-
добия. 
Формы фронта кристаллизации в различных 
режимах тепловой конвекции 
Нагрев боковой стенки тигля вызывает в гра-
витационном поле g тепловую конвекцию, при ко-
торой нагреваемый расплав движется вверх вдоль 
этой стенки к охлаждаемому диску. Это движение 
усиливается действием термокапиллярных сил на 
свободной поверхности расплава. Вблизи диска про-
исходит кристаллизация расплава с образованием 
твердой фракции 2 (см. рис. 2), объем и форма которой 
зависят от режима конвекции.
В лабораторном эксперименте [5] был рассмотрен 
режим тепловой конвекции в гептадекане при сле-
дующих задаваемых температурах: TS = 292,53 К, 
TW = 295,9 К, который был использован в данной 
работе для верификации результатов математиче-
ского моделирования. Анализировали формирова-
ние формы ФК. В расчетах форма ФК определялась 
по изотерме солидуса Tsol. При разности температур 
между боковой стенкой и диском ∆T = 3,37 К значе-
ния критериев дано в таблице. 
В результате расчетов было зафиксировано од-
новихревое стационарное течение (рис. 3, а). Модуль 
скорости достигает максимума Vm = 1,01 · 10−2 м/с в 
«опускном» течении вблизи оси. Однако подъемное 
течение вблизи боковой стенки тигля происходит 
существенно медленнее (Vm ≈ 5,1 · 10−4 м/с). Возникает 
вертикальная стратификация температурного по-
ля, характеризующаяся радиальной температурной 
однородностью и тем, что верхние приповерхностные 
слои расплава значительно более прогреты, чем его 
придонные слои. Основная неоднородность темпера-
турного поля возникает в подкристальной области, 
где охлаждающийся расплав стекает вниз вдоль 
ФК. При этом изотерма Tsol (см. рис. 3, б) и фото ФК, 
сделанное на лабораторной установке (см. рис. 3, в), 




[Thermophysical Parameters and Identity Criteria]
Параметр Гептадекан Галлий 
Tм, К 295 302,8
ρ, кг/м3
787 (273 К) 
778 (295 К)
769 (303 К) 
5904 (298 К) 
6093 (303 К) 
βT, 1/К 1,17 ⋅ 10−3 1,21 ⋅ 10−3 
ν, м2/с 5,187 ⋅ 10−6 (295 К) 3,24 ⋅ 10−7 
σ, Н/м 
0,0281 (295 К) 
0,0214 (373 К) 
0,706 (323 К), 
0,705 (373 К) 
∂σ/∂T, Н/(м ⋅ К) 8,38 ⋅ 10−5 2 ⋅ 10−5 
λ, Дж/(с ⋅ м ⋅ К) 0,1368 (295 К) 0,1319 (313 К) 
28,1 (300 К) 
26 (304 К) 
Cp, Дж/(кг ⋅ К) 2247 373 
HL, Дж/кг 3,2 ⋅ 105 0,8 ⋅ 105 
Pr = νρCP/λ 66,37 0,026 
Gr = gβTRS3∆T/ν2 2,21 ⋅ 105 7,60 ⋅ 107 
Mn =(∂σ/∂T)RSCp∆T/νλ 4,79 ⋅ 104 —
Re = RS2ΩS/ν 5,54 ⋅ 102 8,0 ⋅ 103 
Обозначения: βT — объемное тепловое расширение; ν — 
вязкость кинематическая; σ — поверхностное натяжение; 
∂σ/∂T — поверхностное тепловое расширение; λ — тепло-
проводность; Cp — теплоемкость; HL — теплота плавле-
ния; Mn — число Марангони.
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Интерес представляет исследование возмож-
ности управления формой ФК. С этой целью были 
рассчитаны формы ФК гептадекана для разных ре-
жимов тепловой конвекции: 
− в зависимости от числа Gr; 
− при вариации разности температур ∆T. 
В первом случае при заданной разности тем-
ператур ∆T = 3,37 К между боковой стенкой тигля 
(TW = 295,9 К) и диском (TS = 292,53 К) проведены 
расчеты для разных значений числа Грасгофа Gr в 
диапазоне 22,1—2,21 · 105 (рис. 4). Анализ результатов 
расчета (см. рис. 4) показал, что при самом малом зна-
чении числа Грасгофа (кривая 1) скорость движения 
расплава незначительная, и перенос тепла осущест-
вляется в режиме теплопроводности, а твердая фаза 
охватывает всю центральную часть материала. Уве-
личение числа Грасгофа приводит к постепенному 
уменьшению вертикального и радиального размера 
кристалла (кривые 2—5), причем кривая 5 соот-
ветствует данным рассмотренного выше теста. Эти 
результаты качественно согласуются с эксперимен-
тальными данными, полученными ранее [6]. 
Расчет, проведенный при другой разности тем-
ператур ∆T = 1,6 К и Gr = 1,1 · 105 (см. рис. 4, кривая 6), 
соответствовал температуре на боковой стенке тигля 
TW = 295,9 К и на диске TS = 294,3 К. Можно заметить, 
что этот режим отличается от предыдущих (кри-
вые 1—5) режимов некоторым повышением темпе-
Рис. 3. Кристаллизация гептадекана при тепловой конвекции 
(TS = 292,53 К, TW = 295,9 К, Gr = 2,21 · 105):
а — линии тока; б — изотермы; в — фото закристаллизо-
вавшейся части (светлая область) 
Fig. 3. Heptadecane Solidification for Heat Convection 
(TS = 292.53 К, TW = 295.9 К, Gr = 2.21 · 105):
(a) flow curves, (b) isothermal curves, (c) solidified portion 
image (bright area)
ратуры охлаждающего диска, однако это значитель-
но влияет на спрямление формы ФК (кривые 5 и 6). 
Таким образом, для рассматриваемой поста-
новки задачи можно сделать следующий вывод. На 
форму ФК влияет не только интенсивность тепловой 
конвекции, зависящая от числа Gr и определяемая 
разностью температур между нагреваемой боковой 
стенкой тигля TW и температурой кристаллизации 
TM, но и температура охлаждаемого диска TS. 
Интерес представляют также закономерности 
изменения формы ФК для материалов с существенно 
более высокой теплопроводностью, чем гептадекан. 
Для такого модельного вещества были проведены 
расчеты с увеличенным в 103 раз по сравнению с 
гептадеканом коэффициентом теплопроводности в 
твердой и жидкой фазах. При этом число Прандтля 
Pr для расплава уменьшилось до 0,066 и стало соот-
ветствовать значению, характерному для расплавов 
металлов и полупроводников. Формы ФК, линии 
тока и изотермы в расплаве такого модельного ве-
щества показаны на рис. 5. Они были рассчитаны 
для примерно тех же режимных параметров, что и 
для гептадекана: при ∆T = 3,37 К, TW = 295,9 К, TS =
= 292,53 К и примерно в том же диапазоне чисел Gr: 
380—3,8 · 105.
Однако можно заметить некоторые отличия в 
форме ФК для близких режимов тепловой конвек-
ции. Например, в модельном веществе при большем 
числе Gr (см. рис. 5, а) сохраняется форма твердой 
фазы, охватывающая всю центральную часть тигля, 
а при Gr = 3,8 · 105 (см. рис. 5, в) объем кристалла су-
щественно больше, чем для гептадекана (см. рис. 4, 
кривая 5). Это позволяет сказать, что зависимость 
формы ФК от конвекции и теплопереноса в расплаве 
для веществ с бóльшим коэффициентом теплопро-
водности (металлов, полупроводников) существенно 
ниже, чем для органических и оксидных веществ с 
низкой теплопроводностью. 
По результатам расчетов сделаны количествен-
ные обобщения. Графики наиболее важных характе-
Рис. 4. Формы ФК гептадекана в разных режимах тепловой 
конвекции при ∆T = 3,37 К (TW = 295,9 К, TS = 292,53 К) 
(1—5) и ∆T = 1,6 К (TW = 295,9 К, TS = 294,3 К) (6) и разных 
числах Gr: 1 — 22,1; 2 — 221; 3 — 2210; 4 — 2,21 · 104; 
5 — 2,21 · 105; 6 — 1,1 · 105
Fig. 4. Heptadecane Solidification Front Shapes for Different 
Heat Convection Modes at ∆T = 3.37 К (TW = 295.9 К, 
TS = 292.53 К) (1—5) and ∆T = 1.6 К (TW = 295.9 К, 
TS = 294.3 К) (6) and different Gr: 1 — 22.1; 2 — 221; 
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ристик были построены в зависимости от числа Gr 
для различных температур охлаждаемого диска TS, 
а также для больших и малых чисел Pr. Эти графики 
приведены на рис. 6 для величины выпуклости ФК 
в расплав ∆ (а) и теплоотдачи на диске, выраженной 
через относительную величину интегрального числа 
Нуссельта Nu (б), которую вычисляли как отношение 
интегрального потока тепла из кристалла в диск при 
конкретном числе Gr к его величине в режиме тепло-
проводности [5]. 
Можно отметить, что выпуклость ФК уменьша-
ется при увеличении числа Gr (см. рис. 6). Ее бóльшие 
значения соответствуют меньшему числу Pr 
(см. кривые 1 и 3). Например, при Gr = 104 ее значе-
ния отличаются в 2,5 раза: ∆ = 0,035 м для большого 
числа Pr = 66,37 и ∆ = 0,087 м для малого числа Pr =
= 0,066. 
Как было отмечено выше (см. рис. 5, кривая 6), 
изменение температуры охлаждаемого диска TS при-
водит к существенному уменьшению выпуклости 
ФК. При Gr = 105 и большом числе Pr ее значения 
отличаются в 5 раз: ∆ = 0,025 м для TS = 292,53 К 
и ∆ = 0,005 м для TS = 294,3 К (см. для сравнения 
кривую 1 и точку 2 на рис. 6, а).
В рассматриваемой модели источником притока 
тепла в расплав является нагреваемая боковая стен-
ка тигля, а сток тепла происходит на охлаждаемом 
Рис. 5. Форма ФК, линии тока и изотермы в расплаве модель-
ного вещества с малым числом Прандтля (Pr = 0,066) при 
∆T = 3,37 К (TW = 295,9 К, TS = 292,53 К) и разных числах Gr: 
а — 380; б — 3800; в — 3,8 · 105
Fig. 5. Solidification Front Shapes, Flow Curves and Isothermal 
Curves for Model Material Melt with Low Prandtl Number 
(Pr = 0.066) at ∆T = 3.37 К (TW = 295.9 К, TS = 292.53 К) 
and different Gr: 
(а) 380; (b) 3800; (c) 3.8 · 105 Рис. 6. Зависимости величины выпуклости ФК в расплав ∆ (а) 
и числа Nu (б) от числа Gr при больших и малых значениях 
числа Pr: 
1 — Pr = 66,37, TW = 292,53 К; 2 — Pr = 66,37, TW = 294,23 К; 
3 — Pr = 0,066, TW = 292,53 К; 4 — Pr = 0,050 [5]
Fig. 6. (a) Solidification Front Convexity Towards Melt ∆ and (b) Nu 
Number as Functions of Gr for High and Low Pr: 
1 — Pr = 66.37, TW = 292.53 К; 2 — Pr = 66.37, TW = 294.23 К; 
3 — Pr = 0.066, TW = 292.53 К; 4 — Pr = 0.05 [5]



















































диске. Расчеты проводили до момента установления 
теплового баланса, когда интегральный поток вте-
кающего тепла на боковой стенке незначительно (не 
более чем на 5 %) отличался от интегрального стока 
тепла на диске. На рис. 6, б показано изменение от-
носительной величины интегрального стока тепла 
на диске (числа Nu), полученное в результате нор-
мировки исходной величины теплового потока для 
конкретного числа Gr на аналогичное его значение 
для режима теплопроводности. 
Можно отметить, что сток тепла растет с 
увеличением числа Gr. Причем этот рост проис-
ходит существенно быстрее для большего числа Pr 
(см. для сравнения рис. 6, б, кривые 1, 3 и 4). При 
Gr = 105 эти значения отличаются примерно в 1,7 раза 
(Nu = 3,1 для Pr = 66,37 и Nu = 1,8 для Pr = 0,066). 
Согласно работе [5], данные для кривой 4 были по-
лучены при малом числе Pr = 0,05, они хорошо со-
гласуются с результатами данной работы при малом 
числе Pr = 0,066 (см. рис. 6, б, кривая 3).
Изменение температуры охлаждаемого диска TS 
также приводит к некоторым отличиям. Например, 
при Gr ≈ 105 и большом числе Pr значения Nu отлича-
ются примерно в 1,1 раза: Nu = 3,1 для TS = 292,53 К 
и Nu = 3,4 для TS = 294,3 К (см. для сравнения кри-
вую 1 и точку 2 на рис. 6, б). Такое увеличение стока 
тепла объясняется тем, что влияние небольшого 
повышения температуры TS на 1,77 К существенно 
меньше, чем вызванное им уменьшение выпукло-
сти ФК. 
Особенности теплопереноса и форм фронта 
кристаллизации при вращении кристалла 
и тепловой конвекции 
Вопрос о влиянии вращения кристалла на 
форму ФК обсуждается уже много лет, начиная с 
публикации [7]. В его основе лежит представление 
о наличии в тигле ламинарного течения расплава 
с двумя вихрями. Один из этих вихрей вызван те-
пловой конвекцией за счет нагрева тигля, другой 
(с противоположным направлением движения) 
—вращением кристалла. 
В этом случае форму ФК не рассчитывают, а ее 
вогнутость или выпуклость в расплав оценивают 
на качественном уровне путем оценки отношения 
чисел Грасгофа и Рейнольдса Re в следующем виде: 
γ = Gr/Re2, или в некоторой другой их комбинации. 
Обычно считают, что при γ > 1 преобладает тепловая 
конвекция, и возникает выпуклый ФК, а при γ < 1 
конвекция определяется вращением кристалла, и 
ФК является вогнутым. Эти представления были 
полезны и многократно тестировались эксперимен-
тально при выращивании оксидных монокристаллов. 
В частности, оценивали критический радиус, соот-
ветствующий инверсии ФК от сильно выпуклой к 
слегка вогнутой форме при росте конусной части 
монокристалла [8, 9].
Эти представления послужили основой для 
большого числа работ по математическому модели-
рованию конвективного теплопереноса в гидроди-
намической модели метода Чохральского без учета 
процесса кристаллизации [10, 11].
Работы такого типа имели практическую зна-
чимость, если опирались на экспериментальные на-
блюдения и их данные. Это относится к работе [11], 
где критерий для формы ФК был основан на экспери-
ментальном наблюдении за свободной поверхностью 
расплава в процессе выращивания монокристаллов 
гранатовой структуры. Так, если на поверхности 
расплава были видны структуры, напоминающие 
лепестки [12], то это соответствовало плоскому ФК 
с преобладанием вынужденной конвекции от вра-
щения кристалла. В противном случае преобладала 
тепловая конвекция, и ФК был выпуклым в расплав. 
В работе [11] был предложен способ эффективного 
воздействия на форму ФК с помощью контролируе-
мого изменения скорости вращения кристалла в про-
цессе его выращивания.
В настоящее время в технологическую практику 
активно внедряются сопряженные математические 
модели со сложным радиационным теплообменом 
и учетом процесса кристаллизации. С их помощью 
создаются расчетные модели и даются практические 
рекомендации применительно к реальным установ-
кам и режимам выращивания кристаллов методом 
Чохральского. Однако до сих пор расчетный процесс 
кристаллизации не был протестирован на данных 
лабораторного эксперимента.
Расчетный тест по данным лабораторного экс-
перимента выполняли применительно к кристал-
лизации гептадекана, характеризующегося, как и 
оксидные и органические материалы, большим чис-
лом Прандтля Pr = 66,37. Тепловые условия задава-
ли следующим образом: TS = 292,53 К и TW = 295,9 К 
(т. е. разность температур ∆T = 3,37). Предполагали 
ниличие термогравитационной и термокапилляр-
ной конвекций, а также вынужденной конвекции от 
вращения диска с угловой скоростью Ωs = 1 рад/с. 
Значения теплофизических параметров и рассчи-
танные критерии подобия для этого теста приведены 
в таблице. 
В соответствии с картиной течения, показанной 
на рис. 7, а, основное подъемное движение происхо-
дит за счет термогравитационной конвекции вблизи 
боковой стенки тигля. Скорость подъемного течения 
достигает 7,7 · 10−4 м/с. Оно несколько усиливается 
в радиальном направлении к ФК в приповерхност-
ном слое за счет действия термокапиллярных сил. 
Охлаждение диска приводит к кристаллизации рас-
плава в подкристальной области с формированием 
выпуклой в расплав отвердевшей области.
Однако вращение диска существенно влияет на 
течение расплава в подкристальной области. Центро-
бежные силы, возникающие при вращении твердой 
выпуклой области, создают вихревое движение (вы-
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нужденную конвекцию) противоположно направ-
лению тепловой конвекции (см. рис. 7, а). Линейная 
скорость вращения кромки закристаллизовавшейся 
части достигает большой величины 5,56 · 10−2 м/с, 
что вовлекает во вращательное движение весь объ-
ем расплава. Но течение в меридиональной плоско-
сти (радиальная и осевая компоненты скорости) 
существенно медленнее. Вблизи оси тигля расплав 
всплывает вверх (с осевой скоростью Vz ≈ 4,14 ×
× 10−3 м/с) и отбрасывается центробежными силами, 
действующими на твердой выпуклой поверхности. 
Такое встречное течение приводит к ослаблению 
воздействия тепловой конвекции на форму ФК. Это 
проявляется в виде центрального прогиба вверх 
в профиле ФК, и обычно такой ФК называется 
W−образным. Расчетная форма ФК, представлен-
ная изотермой Tsol, и экспериментальное фото за-
кристаллизовавшейся области хорошо между собой 
согласуются (см. для сравнения рис. 7, б и в).
Интерес представляет также оценка распро-
страненного на практике параметра γ. В данном тесте 
его значение составляет 0,72, что соответствует усло-
вию преобладания тепловой конвекции (γ < 1) и со-
гласуется с полученными авторами результатами.
Можно отметить, что описанная выше картина 
течения в целом остается неизменной во времени. 
Однако интенсивности вихрей как вынужденной, так 
и тепловой конвекции изменяются колебательно во 
времени. Такая колебательная неустойчивость двух-
вихревого течения вызывает периодическое возник-
новение, развитие и отрыв «холодных» термических 
потоков (термиков) вблизи ФК (см. рис. 7, б).
Явление переноса тепла термиками примени-
тельно к модели метода Чохральского (без учета про-
цесса кристаллизации) было подробно рассмотрено 
ранее для тепловой конвекции в этиловом спирте [1]. 
Настоящее исследование показало особенности этого 
явления в процессе кристаллизации гептадекана с 
отличной от плоской формой ФК.
По−видимому, это фундаментальное явление 
играет важную роль в образовании полосчатой не-
однородности кристаллов, которая связана с ко-
лебательным вхождением примесей в кристалл в 
процессе кристаллизации. Отметим, что форма и 
положение ФК практически не изменяются во вре-
мени. Однако тепловой пограничный слой вблизи ФК 
подвержен значительным изменениям.
Рис. 7. Кристаллизация гептадекана при тепловой конвекции 
и вращении диска (Ωs = 1 рад/с, Re = 554): 
а — линии тока; б — изотермы; в — фото закристаллизо-
вавшейся части (светлая область)
Fig. 7. Heptadecane Solidification for Heat Convection 
and Disc Rotation ((Ωs = 1 rad/s, Re = 554):
(a) flow curves, (b) isothermal curves, (c) solidified portion 
image (bright area)
Рис. 8. Графики колебаний температуры (а) и соответствую-
щие им спектральные плотности (б) в точках расплава 
11—13 (см. рис. 2)
Fig. 8. (a) Temperature Fluctuation Curves and (b) Respective 









На рис. 8 приведены графики колебаний темпе-
ратуры и соответствующие им спектральные плот-
ности в трех характерных точках расплава. Они по-
казывают значительные осцилляции температуры в 
точке 11 (см рис. 2) подкристальной области, которая 
находится вблизи ФК, и несколько меньшие в более 
удаленной от ФК точке 13 (см. рис. 2). При этом коле-
бания вблизи боковой стенки тигля (см. рис. 2, точ-
ка 2) практически отсутствуют. Наиболее значимые 
частоты этих осцилляций соответствуют диапазону 
0,1—0,2 Гц для точки 11, что согласуется с задаваемой 
частотой полного оборота диска ~0,16 Гц. Это свиде-
тельствует о том, что на динамику «холодных» тер-
миков и связанную с ней частоту колебаний темпе-
ратуры вблизи ФК существенное влияние оказывает 
скорость вращения диска. 
Более подробно влияние скорости вращения 
кристалла было исследовано в серии параметриче-
ских расчетов по кристаллизации галлия, который, 
как металлы и полупроводники, обладает высокой 
теплопроводностью и, следовательно, малым числом 
Прандтля Pr = 0,026. Температура плавления галлия 
выше (302,8 К), чем для гептадекана, поэтому тепло-
вые условия несколько отличались от предыдущего 
Рис. 9. Формы ФК галлия при вращении диска с различной 
скоростью (а) и зависимость числа Nu от величины γ* (б): 
1 — Gr = Re = 0; 2—7 —  Gr = 7,6 · 107, Re · 10−4 = 0,8 (2), 
1,6 (3), 2,2 (4), 3,2 (5), 4,8 (6), 6,4 (7)
Fig. 9. (a) Gallium Solidification Front Shapes for Disc Rotation at 
Different Speeds and (b) Nu Number as a Function of γ*: 
1 — Gr = Re = 0; 2—7 — Gr = 7.6 · 107, Re · 10−4 = 0.8 (2), 
1.6 (3), 2.2 (4), 3.2 (5), 4.8 (6), 6.4 (7)
случая и были следующими: TS = 299,43 К, TW =
= 303,8 К (т. е. ∆T = 4,37). Скорость вращения диска 
Ωs изменяли: 0,9, 1,8, 3,6, 5,4 и 7,2 рад/с. Термока-
пиллярную конвекцию на свободной поверхности 
расплава не учитывали. Число Грасгофа было по-
стоянным: Gr = 7,6 · 107, но число Рейнольдса было, 
соответственно, переменным: Re · 10−4: 0,8, 1,6, 2,2, 
3,2, 4,8 и 6,4.
Изменения формы ФК при увеличении числа 
Re можно видеть на рис. 9, а, где для сравнения пун-
ктиром 1 показано также ее положение в режиме те-
плопроводности — при отсутствии конвекции (Gr =
= Re = 0). Можно заметить, что без конвекции кри-
сталлическая часть занимает бóльшую централь-
ную часть тигля, но действие тепловой конвекции и 
вращения кристалла при Re = 8 · 103 приводит к ее 
ограничению выпуклой формой ФК (кривая 2). При 
увеличении Re до 3,2 · 104 эта форма ФК несколько 
радиально сужается (кривые 3—5), а дальнейшее 
увеличение Re до 6,4 · 104 приводит еще и к ее осевому 
сжатию (кривые 6, 7).
Возвращаясь к началу обсуждения влияния 
критерия γ на форму ФК, можно проанализировать 
рассчитанную для кристаллизации галлия зависи-
мость числа Nu от разных чисел Re. Она приведе-
на на рис. 9, б в виде графика интегрального числа 
Нуссельта на охлаждаемом диске: Nu(γ*). Параметр 
γ* является произведением γ и (H/RС) · (RC/RS)2. Это 
более логично и означает, что в масштабе длины для 
тепловой конвекции учтена глубина расплава H и 
радиус тигля RC, а не только радиус кристалла RS. 
Значения числа Nu были вычислены по результа-
там расчетных вариантов (1—7), соответствующих 
данным рис. 8, а. Приводимые на рис. 8, б значения 
числа Нуссельта были нормированы на его величину 
в режиме теплопроводности (без конвекции).
Зависимость Nu(γ*) является немонотонной с ми-
нимумом при γ* ≈ 1, что может быть подтверждением 
правильности выбора такого критерия. При γ* >> 1 
вихрь от действия тепловой конвекции обтекает ФК 
(рис. 9, а, кривая 2), при γ* << 1 (см. рис. 9, а, кривые 
6 и 7), вихрь от вращения кристалла противополож-
ного направления преобладает в тигле и обтекает 
ФК. В рамках рассматриваемой модели кристалли-
зации галлия на охлаждаемый диск (см. рис. 1 и 2) это 
проявляется в осевом сжатии выпуклой в расплав 
кристаллической области, хотя при направленной 
кристаллизации в реальном процессе Чохральского 
это может соответствовать существенному спрям-
лению ФК. 
Заключение
Работа является продолжением цикла исследо-
ваний конвективного теплопереноса при выращи-
вании кристаллов методом Чохральского на основе 
единой расчетно−экспериментальной модели. Ранее 
моделирование проводили на модельной жидкости 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ И МАТЕРИАЛОВ
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(этиловом спирте) без учета процесса кристаллиза-
ции. На данном этапе конвективный теплоперенос 
исследовали с использованием веществ, кристалли-
зующихся при температурах, близких к комнатным 
(гептадекана и галлия). 
В отличие от современных сопряженных мате-
матических моделей, которые перегружены большим 
числом недостаточно точно известных физических 
коэффициентов, имеющих весьма косвенное под-
тверждение результатами натурных измерений, 
предложена упрощенная модель, рассчитывающая 
форму ФК, которая опирается на достаточно про-
веренные табличные теплофизические данные и 
надежные данные лабораторного моделирования, 
выполненные в четком соответствии с параметрами 
расчетной модели. 
Расчетная модель разработана с помощью про-
граммного комплекса AnsysFluent и написанных 
авторами пользовательских подпрограмм, позволив-
ших кардинально расширить базовые возможности 
этого пакета, в частности, для правильного учета 
вращения кристаллизующейся фракции.
Показано, что важным преимуществом прове-
денного лабораторного эксперимента было исполь-
зование прозрачного расплава гептадекана. Это дало 
возможность визуализировать как структуры тече-
ния расплава, так и закристаллизовавшуюся часть. 
Получены данные, необходимые для тестирования 
расчетной модели, с помощью которых были вери-
фицированы расчетные структуры течения, пара-
метры теплоотдачи в охлаждаемый диск и степени 
выпуклости формы ФК. Это было сделано для двух 
режимов теплопереноса: только при тепловой (тер-
могравитационной и термокапиллярной) конвекции и 
при смешанной (термогравитационной и вынужден-
ной от вращения кристалла) конвекции. 
Для режима тепловой конвекции установлено, 
что на форму ФК влияет не только ее интенсивность, 
зависящая от числа Gr и определяемая разностью 
температур между нагреваемой боковой стенкой 
тигля и температурой кристаллизации, но и темпе-
ратура охлаждаемого диска. По результатам расче-
тов сделаны количественные обобщения. Графики 
наиболее важных характеристик (выпуклости ФК и 
числа Nu на диске) построены в зависимости от числа 
Gr для различных температур охлаждаемого диска, 
а также для больших и малых чисел Pr. 
Показано хорошее соответствие результатов 
расчетов данным лабораторного эксперимента для 
кристаллизации гептадекана (при большом числе 
Прандтля Pr = 66,37). Установлено, что в этом случае 
интенсивности вихрей от действия вынужденной и 
тепловой конвекции изменяются колебательно во 
времени. Причем колебательная неустойчивость та-
кого двувихревого течения визуально проявляется 
в периодическом возникновении, развитии и отрыве 
«холодных» термиков вблизи ФК. Выявлено, что на 
динамику «холодных» термиков и связанную с ней 
частоту колебаний температуры вблизи ФК суще-
ственное влияние оказывает скорость вращения 
диска.
Расширено понимание вопроса о влиянии враще-
ния кристалла на форму ФК, который обсуждается 
уже много лет. Проанализировано влияние критерия 
γ = Gr/Re2 на форму ФК галлия. Для обработки был 
взят модифицированный параметр γ*. Зависимость 
интегрального числа Нуссельта от этого параметра 
на охлаждаемом диске немонотонна с минимумом 
при γ* ≈ 1. Это согласуется с общими выводами дру-
гих работ, что при γ* >> 1 вихрь от действия тепло-
вой конвекции обтекает ФК, а при γ* << 1 вихрь от 
вращения кристалла противоположного направле-
ния преобладает в тигле и обтекает ФК. В рамках 
рассматриваемой модели кристаллизации галлия 
это проявляется в виде осевого сжатия выпуклой 
в расплав кристаллической области, хотя при на-
правленной кристаллизации в реальном процессе 
Чохральского это может отвечать существенному 
спрямлению ФК. 
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